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Points séparés dans le spectre d'une C*-algèbre 
Par J. DIXMIER à Paris 
Soit A une C*-algèbre. Soit Â le spectre de A, c'est-à-dire l'ensemble 
des classes de représentations irréductibles non nulles de A dans un espace 
hilbertien, muni d'une topologie à la JACOBSON (cf. [4]). L'étude de l'espace 
topologique Â est importante puisque le dual d'un groupe localement com-
pact est un espace de ce type. 
Quand Â est séparé, Â est localement compact. Malheureusement, Â 
n'est pas séparé en général. On cherche alors des propriétés se rapprochant 
le plus possible de la séparation. Par exemple, si A est CCR ([7]), Â con-
tient une partie ouverte localement compacte partout dense; toutefois, il 
n'existe pas dans Â de partie ouverte localement compacte plus grande que 
toutes les autres (la réunion de deux parties ouvertes localement compactes 
de Â n'est pas séparée en général). Dans cet ordre d'idées, il serait naturel 
de dire qu'un point n de Â est „séparé" dans Â si, pour tout n' de Â dis-
tinct de 7t, n et tc' admettent des voisinages disjoints (une définition un 
peu différente est donnée plus loin; elle équivaut à la précédente quand A 
est une CC/?-algèbre). Il s'agit alors de prouver que l'ensemble des points 
séparés de Â est „le plus grand possible". C'est l'objet des prop. 1, 2 et 3 
ci-dessous. Les exemples connus laisseraient supposer que, lorsque A est une 
CC#-algèbre séparable, l'ensemble des points séparés de Â contient une 
partie ouverte partout dense de A. On verra malheureusement (prop. 4) qu'il 
n'en est rien. 
Il est facile (cf. § 1) de relier la notion de point séparé à la continuité 
des fonctions ^c—•||?r(x:)|| sur Â (x: élément fixé de .4). Dans la dernière 
partie de ce travail, on étudie la continuité des fonctions x—>7rrc(x) (x, élé-
ment positif fixé de A). On prouve d'abord (ceci n'a rien à voir avec la no-
tion de point séparé) que cette fonction est toujours semi-continue intérieure-
ment. On améliore ensuite ce résultat sur l'ensemble des points séparés de Â. 
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§ 1. Déf ini t ion et existence des points séparés 
D é f i n i t i o n . Soit X un espace topologique. Un point b de X sera 
dit séparé dans X si, pour tout point b' de X non adhérent à b, les points 
b et b' admettent des voisinages disjoints. 
Soient A une C*-algèbre, et fc0 £ Â. Les conditions suivantes sont équi-
valentes: 
(i) est séparé dans Â; 
(ii) pour tout x£A tel que ir0(x) = 0, la fonction n-*\\n(x)\\ sur Â est 
continue en 7r0; 
(iii) pour tout x ^ A , la fonction ||^c(x)|| est continue en 7r0; 
(iv) pour tout élément hermitien x £ A et tout ¿>0, il existe un voisi-
nage U de yr0 dans Â tel que, pour tout n £ U, le spectre de n(x) soit con-
tenu dans un s-voisinage de {0} u S (en désignant par S le spectre de 
Les raisonnements prouvant ces équivalences sont connus (et on peut 
aussi faire référence au th. 2.1 de [4]). Donnons de brèves indications: 
( i ) = > ( i i ) se démontre par le raisonnement de [7], p. 235, 1.21—30; 
(ii) ==>(iv) par le raisonnement de [7], p. 228, 1.18—22; (iv)==>(iii) par 
le raisonnement de [7], p. 235, 1.31—36; (iii)==>(i) est évident compte 
tenu de la semi-continuité inférieure de la fonction tt—<-||yr(x)|| ([4], 
femme 2.1). 
L e m m e 1. Soient A une C*-algèbre, et xu £ A. L'ensemble des points 
de continuité de la fonction ti-—>[|yr(x0)|| sur Â est un G& partout dense de Â. 
Pour tout tt^Â, soit /(yr)==||^r(x0)||. Alors / est semi-continue inté-
rieurement, et Â est un espace de Baire ([3], th. 1). La démonstration du 
lemme est alors classique. Toutefois, comme Â n'est pas nécessairement sé-
paré ni à base dénombrable, nous la reproduisons pour la commodité du 
lecteur. Pour tout entier n>0, soit Bn l'ensemble des points de Â où l'os-
cillation de / est iÈ 1 In. C'est un ensemble fermé dans Â (car l'oscillation 
d'une fonction est semi-continue supérieurement). Supposons que B„ conti-
enne une partie ouverte non vide U. Soit « = s u p / ( ^ r ) . Il existe n'oÇU tel 
neu 
que f(n0)>a — — . Donc, pour tout n d'un voisinage de sru, on a a — Yn< 
<f(ri)^ce- Donc l'oscillation de / en n0 est ~ J-, ce qui est absurde. IX 
Donc Bn est rare. Donc (J Bn est un /v maigre. Or son complémentaire 
A 1 1 
dans A est l'ensemble des points de continuité de / . 
P r o p o s i t i o n 1. Soit A une C*-algèbre séparable. L'ensemble des 
points séparés dans Â est un G a partout dense de A. 
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Soit (x;) une suite partout dense dans A. Soit ?c0 £ Â. Les conditions 
suivantes sont équivalentes: a) pour tout x£J4, la fonction tc —• ||?r(x)|| sur 
A est continue en TC0\ b) pour tout i, la fonction n-*\\yc(xi)\\ sur Â est con-
tinue en tcq. Or la condition a) signifie que tc0 est séparé dans A. Donc 
l'ensemble des points séparés de Â est égal à C i n C 2 n . . . , en désignant par 
Ci l'ensemble des points de continuité de la fonction tc^\\tc(xî)\\ dans Â. 
Il suffit alors d'appliquer le lemme 1, et le fait que A est un espace de Baire. 
L e m m e 2. Soit A une C CR-algèbre séparable dont le spectre Â est 
quasi-compact (i. e. vérifie l'axiome de Borel—Lebesgue sans être nécessaire-
ment séparé). Alors l'ensemble des points séparés de A a un intérieur partout 
dense dans Â. 
Comme A est une CC./?-algèbre, Â contient une partie ouverte séparée 
partout dense U. Nous allons montrer que toute partie ouverte non vide V 
de U contient une partie ouverte non vide dont tous les points sont séparés 
dans A. Ceci prouvera le lemme. 
Comme A est séparable, la topologie de Â admet une base dénom-
brable (£/,, U, ...)([5], cor. du th. 3.2). Pour tout vc£V, Â — {tc} est ouvert 
(parce que A est une CC#-algèbre), donc est réunion de certains des U. 
Comme Â — V est quasi-compact, il existe des indices ii,...,in tels que 
Ui„ . . . , Ui soient contenus dans Â — {tc} et recouvrent Â— V. Ainsi Â— V est 
intersection d'ensembles de la forme Ui, U---U Uin. La famille de ces ensem-
bles est dénombrable. Leurs complémentaires forment une famille dénombrable 
de parties fermées dont la réunion est V. Comme A est un espace de Baire, 
l'une de ces parties fermées, soit F, a un intérieur W qui est non vide. 
Montrons que tout TT £ W est séparé dans Â. Soit tc un point distinct 
de n. Si ri £F, on a n Ç U et ri £ U, donc n et ri admettent des voisi-
nages (dans U, donc dans yî) qui sont disjoints puisque U est séparé. 
Si ri$F, W et A—F sont des voisinages disjoints de TC et ri dans Â. 
P r o p o s i t i o n 2. Soit A une C*-algèbre séparable dont toutes les re-
présentations irréductibles sont de dimension finie. Alors l'ensemble des points 
séparés de Â a un intérieur partout dense dans Â. 
Soit B la C*-algèbre déduite de A par adjonction d'un élément unité. 
Elle est séparable. Les représentations irréductibles de B sont de dimension 
finie, donc B est une CC/?-algèbre. Puisque B a un élément unité, B est 
quasi-compact. 11 existe (lemme 2) une partie ouverte U partout dense 
de Ê dont les points sont tous séparés dans B. Or Â s'identifie au complé-
mentaire d'un point w de B. Les points de Ur\Â sont séparés dans Â. Enfin 
U il Â est ouvert dans -4, et partout dense dans Â (parce que {ta} est fermé 
dans B). 
118 J. Dixmier 
P r o p o s i t i o n 3. Soit r un groupe de Lie nilpotent simplement con-
nexe. L'ensemble des points séparés de V a un intérieur partout dense dans t . 
Soient E l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie de r , et Z le centre 
de E. Pour tout n ^ t , soit ^ le caractère infinitésimal de n. Soit / l'idéal 
de Z formé par les éléments classifiants (cf. [1]). Soit £2 l'ensemble des 
ST £ F tels que %n soit non identiquement nul sur /; on sait ([1], th. 3) que 
Î2 est une partie ouverte localement compacte partout dense de t . On va 
voir que tout point N de Î2 est séparé dans F. Soit JI un point de t dis-
tinct de tc. Montrons que tc et nf admettent des voisinages disjoints. C'est 
évident si TC £ Si. Supposons rf Î2. Il existe un a £ / tel que x j f l ) =f= 0, et 
on a xn,(a)= 0. Donc la fonction ç—>•• %?(a) sur f sépare 7c et n. Or cette 
fonction est continue ([1], th. 1), d'où notre assertion. 
§ 2. Un exemple de CCi?-algèbre 
On se fixe dans ce paragraphe un espace hilbertien H de dimension 
infinie, et une famille à un paramètre t—>Ut (t réel) d'opérateurs unitaires 
dans H possédant les propriétés suivantes: 1) Ut est une fonction fortement 
continue de t\ 2) Ut tend faiblement vers 0 quand | f |—•+oo. (Par exemple, 
on peut prendre pour H l'espace des fonctions de carré intégrable sur la 
droite pour la mesure de Lebesgue, et pour Ut l'opérateur défini par la 
translation + Soit A la C*-algèbre des opérateurs compacts dans H. 
On se fixe également une partie Î2 de [0,1]. 
Le m me 3. Soit t —<-T(t) une application de R (ensemble des nombres 
réels) dans A, continue au sens de la norme. L'application t~* UtT(t)UÎ de 
R dans A est continue au sens de la norme. 
On se ramène aussitôt au cas où T(t) = T est indépendant de t. 
Comme tout élément de A est limite en norme d'opérateurs de rang fini, on 
peut ensuite se limiter au cas où T est de rang fini. Par linéarité, on peut 
enfin supposer que T est le projecteur sur la droite engendrée par un vec-
teur | £ H de norme 1. Pour tout >; £ H, on a alors 
Ut TUtn — Ut TUÎn = (Uîn|g) Utï-(U?n\g)£/rg = 
= {7l\Utï)U& — {r1\Ur?)Uv § 
donc 
Il(UtTUÎ-Uf TUt)nII ^ llfalUtl-Ut'l)u,ï\\ + Ur^UrZHUt-U.m ^ 
SÉ2MII Utl-Ufï\\ 
donc 
;il u TUt-Ut- TU? || ̂  2\\Uti—Uïl || 
ce qui prouve le lemme. 
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L e m m e 4. Soient / - > 7 ( 0 , t-*T'(t) deux applications de R dans A, 
ayant des limites au sensde la normequand 1t\—> + Alors |[ T(t)U, T'(t)\\->Q 
et \\T(t)U:T'(t)\\-*0 quand |f| —+°o. 
On se ramène aussitôt au cas où 7 ( 0 = 7 et T'(t) = T' sont indé-
pendants de t. Puis, comme dans la démonstration du lemme 3, on se ra-
mène au. cas où 7 (resp. 7 ' ) est le projecteur sur la droite engendrée par 
un vecteur £ (resp. £') de norme 1. Pour tout ^ H , on a alors 
donc \\TUTJ'\\^\{U,Z\T)\ et quand |f| — p u i s q u e UT tend 
faiblement vers 0. On raisonne de même pour || 7(/)i/ f*7'(/) | | . 
L e m m e 5. Soit t—*T(t) une application de R dans A, ayant une li-
mite au sens de la norme quand j/|—oo. Alors U*T(t)U, tend fortement 
vers 0 quand |/|—»--foo. 
On se ramène au cas où T(t) = 7 est indépendant de t. Soit £ Ç H. 
Quand | / | — o o , Utï tend faiblement vers 0, donc | |UÎT{t)U t%\\ = 
• = \\TUt%\\—* puisque. 7 est compact. 
Ceci posé, nous introduisons quelques notations. 
Soit B l'ensemble des applications / - > / ( / ) de [0,1] dans A telles que 
| | / | | = sup ||/(0ll < + 00• Cet ensemble est muni naturellement d'une struc-
«€[0,1] 
ture de C*-algèbre. Les f £ B qui sont continues au sens de la norme for-
ment une sous-C*-algèbre de B que nous désignerons par C. Les représen-
tations irréductibles non nulles de C dans un espace hibertien sont (à une 
équivalence près) les applications /—<-/(/0), et l'espace topologique C s'iden-
tifie à l'espace topologique [0,1] ([6], th. 1.3); la C*-algèbre C est une 
CCR- algèbre. 
Pour tout ,u £ [0, 1] et tout T£A, soit fU)T l'élément de B défini de la 
manière suivante: 
/„, r ( / ) = i/(i-„)-i TU*t-u)-' si / =f= u 
/« , ! • («) = 0 . 
L e m m e 6. Soient u 6 [0,1], T^A, et g £ C. Alors gf„,T et f,,Tg 6 C. 
Si U=j=u, l'application /-»/„,?•(/) est continue en t0 au sens de la 
norme d'après de lemme 3, donc il en est de même des applications 
t ^ ( g f « , t ) ( f ) et t->(fn,rg)(t). Quand / - u , ||te/,,r)(OII = | | £ ( f ) £ W 7 1 1 - 0 
et | | ( A r £ ) ( 0 I I H I W - « r , 5 r ( 0 l | - * O d'après le lemme 4. Or ( f , , T g ) ( u ) = 
= (gf-,T)(u) = 0. D'où le lemme. 
L e m m e 7. Soient «,«'£[0, 1], et 7, T'ÇA. Si u = u', on a fu.rfu'.r — 
= f , , t t ' - Si u =f= u', on a /„,?'/»',r Ç C. 
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La première assertion est évidente. Si U=f=u et tQ=j=u' les applications 
t-*fu,t{t) et t-*fu,r(t) sont continues en t0 au ' sens de la norme (lemme 
3), donc il en est de même de l'application t (/B lr/»' ,r)(0- Supposons main-
tenant u±u'. Quand t-+u, ||(/,.r/,,',¡r)(OII = | |7 ' i /5-«)- ' /» ' , r(011-0 d'après 
le lemme 4, donc f<rfn',r est continu au sens de la norme en u. On voit 
de même que cette application est continue au sens de la norme en u'. 
D'où le lemme. 
L e m m e 8. Les éléments de B de la forme g + /„,, Tl H 1-/..„, 
où g a C, u1} .. ., un Ç Q et Tu ..., T„ Ç A, constituent une sous-algèbre 
involutive D' de B. Et C est un idéal bilatère fermé de D'. 
Ceci résulte aussitôt des lemmes.6 et 7. 
L e m m e 9. Soient g Ç C, un des éléments distincts de Q, et 
Tu...,Tn£A. On a 
Il g+f«„ T,+ • • •+ /«„ , T.JI sup ( Il r , I l I l Tn II ). 
Quand t ^ u u U t t - u l r ' [ g { t ) + U 1 / v X t ) + - - - + f u n , T M ^ - ^ tend for-
tement vers 0 d'après le lemme 5. D'autre part, i/(*-1,1r1/«1,7'1(0i/(i-«ir1= 
Donc 
11^+/ . , ,2 ' , + • • • + / . . „ , t J Hm 1 1 ^ ( 0 + / . . , , T , (0 + • • • +/. .„,7-, ,(011 1= Il • 
On raisonne de même pour TH,..., TH. 
Lemme 10. Tout élément de D' s'écrit de manière unique sous la forme 
g + Z /',?'„> avec gÇC, THÇA, et Tn = 0 sauf pour un nombre fini d'in-
ii ç s 
dices u £ .Q. 
L'existence d'une telle représentation résulte de la définition même 
de D'. Supposons maintenant g - + 2 fu,ru=g'+ 2f»,t\Xg,g' € c> T»> T>'> £ A)-uç,a «£¡3 
On a 
g—g' + 2f«,r„-r„ = o. iiÇiî 
D'après le lemme 9, ceci entraîne T„ = T,'t pour tout u. On a alors g = g'-
Lemme 11. Considérons la somme directe algébrique 2 ^><> où A„—A 
pour tout u € -Q. " e a 
(i) L'application g+ 2/»,rH —•( T„)„eq de D' sur 2 A,, est un homo-n Ç Q 
morphisme d'algèbres involutives dont le noyau est C. 
(ii) L'isomorphisme de D'/C sur 2 qu'on en déduit est isométrique 
uÇQ 
is on munit 2 A . & norme ||(7;,)„ei3|| = supJ| 7„|| . 
« e s hço 
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On a 
* (g + 2/..-/0+>'(g'-\-2i,k)=ig+i'g'+Z A V »ça J \ ue" J «ea 
( g + Z A r S ^ g ' + Z A r , ; 
v ¡¡es J »eû 
et, compte tenu des lemmes 6 et 7 
(g + Z A t ) ( g ' r „ ) é C + ZUrJ,„ru = C + Zkruru 
^ «ec J v »e.o j ngû uga 
d'où (i). Rappelons que l'image canonique de V / „ 7, dans D'/C a pour norme ><eû " 
inf g + 2 f , < , T „ • Ceci posé, le lemme 9 prouve que l'isomorphisme con-
tée «ea 
sidéré au lemme 11 (ii) diminue les normes. Pour achever la démonstration, 
il suffit donc d'établir ceci: soient u u . . . , u n des points distincts de <2, et 
Ti,..., Tn £ A; il existe un élément de D' congru modulo C à 
(-/«„, Ï'„ e t dont la norme est sup (|| 7 , | | , . . . , || Tn\\). Or soient V , , . . . , Vn 
des voisinages de « , , . . . , « „ dans [0,1] deux à deux disjoints. Pour 
/= 1 , . . . , n, soit (pi une fonction continue sur [0, 1], à valeurs dans [0, 1], nulle 
hors de Vi, et égale à 1 dans un voisinage de Alors <jD;/„;;T.—/«¡.^Ç C 
d o n c / „ „ r , - ( \-fun,tn est congru modulo C à cp1flhiTi -f- h<Pnf»n,Tn; 
cette dernière application est nulle hors de et égale à <pifn.:T. 
dans Vr, comme ||/«i; T;(0II = Il ¿̂11 pour t=t=uh on a bien \\%flu,i\ H 
\-<Pnfun,Tn\\ = SUP (11^,||, • | | 7 , | | ) . D'où le lemme. 
Comme dernière notation, introduisons l'adhérence D de D' dans B. 
D'après le lemme 8, D est une sous-C*-algèbre de B, et C est un idéal bi-
latère fermé de D. La C*-algèbre D/C est isomorphe à la C*-algèbre com-
plétée de D'/C, c'est-à-dire, d'après le lemme 11, à la C*(°o)-somme des 
Cherchons D. D'abord, C = [ 0 , 1 ] s'identifie canoniquement à une partie 
ouverte de D ([6], th. 5. 1), d'une manière qu'il est facile d'expliciter: on • 
sait que toute représentation irréductible non nulle g-+g(f) de C se pro-
longe de manière unique en une représentation irréductible de D, et cette 
représentation prolongée est évidemment la représentation JC%. h—>h(t). 
La différence D — C est une partie fermée de D qui s'identifie canonique-
ment à (D/C)'. D'après l'alinéa précédent, D/C s'identifie à la C*(°o)-somme 
des Au. Donc (D/C)' s'identifie à l'ensemble Q muni de la topoiogie dis-
crète. Ainsi, chaque point définit un point n / ^ D — C, tel que 
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pour tout élément g + Z f<*,rn de D'. On a ainsi déterminé complètement 
» G 22 
l'ensemble D (et partiellement sa topologie), et prouvé en passant que D est 
une CC/?-aIgèbre. 
L e m m e 12. Si H est séparable et Q dénombrabte, D est séparable. 
Les C'-algèbres A et C sont séparables si H est séparable. Pour tout 
u £ Q , l'ensemble des /„;2. ( T ^ A ) est séparable. Donc, si de plus Q est dé-
nombrable, il existe dans D un ensemble total dénombrable, de sorte que 
D est séparable. 
L e m m e 13. Soit t £ Q. Alors, m et 7c't n'admettent pas de voisinages 
disjoints dans D. 
Soit (f,, U,...) une suite de points de [0,1] distincts de t et tendant 
vers t. Alors 7iti tend vers nt. On va voir que 7ct. tend aussi vers ni, ce 
qui démontrera le lemme. Il suffit ([5], cor. du th. 3. 1) de prouver que, pour 
tout h € D, U*t, -t) "/^.(h) (J{tr()1 tend fortement vers m'(h) quand t, tend 
vers t. Et, par continuité et linéarité, il suffit de vérifier ce point dans les 
cas suivants: 
1. f i = f t , r avec un TÇA. Alors 
u^-ty' icti (h) uIJrl)-' = o- h (u) u(,rrf = 
= U*trt)~! U(trtyl T U*trt)~' U(f.rt)~l — T 
tend fortement vers T=7tl{h). 
2. h £ C. Alors, d'après le lemme 5, U*trifl7Ct;(h)U(trt)-1 tend fortement 
vers 0 = 7c,'(h). 
3. h=f„,T avec u=f=t et T£A. Soient <p et tp deux fonctions conti-
nues réelles définies sur [0, 1], telles que (p + i f j = \ , cp étant nulle dans un 
voisinage de t et égale à 1 dans un voisinage de u. Alors 7tti{<pH) est nul 
pour i assez grand, donc aussi Uli^TCt^ph) U^-ty1. D'autre part, ip est nulle 
dans un voisinage de u, donc i p h ^ C (lemme 3), donc U(tri)~'7ctj{y>ti) U(trtyl 
tend fortement vers 0 d'après le lemme 5. Donc U(tr,)-'7c,l(b)i/(ti-,yl tend 
fortement vers 0==7ri{h). 
R e m a r q u e 1. Le lemme 13 prouve que les points 7it et tcI ( t ^ Q ) 
sont non séparés dans D. II est facile de voir que les points 7v t(t^£2) sont 
séparés dans 
P r o p o s i t i o n 4 . (i) Il existe des CCR-algèbres dont le spectre ne 
possède aucun point séparé. 
(ii) Il existe des CCR-algèbres séparables D telles que l'ensemble des 
points séparés dans D soit d'intérieur vide. 
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Pour démontrer (i), il suffit de prendre Î2 = [0,1] dans la construction 
précédente. Pour démontrer (ii), il suffit de prendre pour £2, dans la con-
struction précédente, un ensemble dénombrable partout dense dans [0, 1]. 
R e m a r q u e 2. Il est facile de voir que la C* algèbre D construite 
plus haut est, non seulement CCR, mais UCCR au sens de [6]. 
§ 3. Continuité de la trace 
Le m me 14. Soient H un espace hilbertien de dimension infinie, A 
une C*-algèbre irréductible d'opérateurs dans H, et n un entier > 0. Il existe 
dans A des éléments hermitiens positifs 7, 0 , . . . , Tn =f= 0 tels que TtTj = 0 
pour i=f=j. 
Soit B une sous-C*-algèbre abélienne maximale de A. Soient 5 le 
spectre de B, et p le nombre d'éléments de 5. Si p est fini, il existe des 
projecteurs minimaux EU...,EV de B tels que Et-1 \-Ep=\. Les opé-
rateurs de EiAEi commutent à EU...,EP, donc à B, donc sont dans B, 
donc sont des multiples scalaires de Ex. Comme A est fortement dense dans 
l'algèbre A' de tous les opérateurs de H, les opérateurs de E1A'E1 sont des 
multiples scalaires de E^. Donc E t est de rang 1, donc dim H = p, ce qui 
est contradictoire. Donc p est infini. Donc il existe n fonctions continues 
positives non nulles <pu...,tp„ sur 5 telles que 9 , ^ = 0 pour D'où 
le lemme. 
L e m m e i 5. Soient H un espace hilbertien, A une C*-algèbre irréduc-
+ 00 
tible d'opérateurs dans H, et T un opérateur positif de A. Soit 7 = ( ldEK sa 
ii 
décomposition spectrale. On suppose que T est non compact, de sorte qu'il 
existe un nombre a> 0 tel que 7 ( 1 — E a ) soit non compact. Soit n un entier 
>0. Il existe dans A des éléments positifs Tx=j=Q,..., Tn =j= 0 tels que 
7; 7̂  = 0 pour i =f= j et (1 —Ea)Tj( 1 —Ea)= Tj pour /= 1 , . . . , « . 
Soit + le spectre de 7. Nous distinguons deux cas. 
1. -Sn]«, - H ^ I contient au moins n points distincts. Alors il existe 
des fonctions continues positives de variables réelles, <pu---,<Pn, nulles sur 
]—00, a], telles que <pi%- = 0 pour i=f=j, et telles que chaque y, soit non 
nulle en un point d e ' 2 . Il suffit alors de poser Tj = <pj(T). 
2. + contient moins de n points distincts. Alors, l'un de ces 
points, soit ft>a, est valeur propre isolée de multiplicité infinie. Le projec-
teur propre E correspondant est de la forme <p(T), <p étant une fonction 
continue de variable réelle. Donc On a E^s 1—E a . D'autre part, 
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EAE est une C*-aIgèbre irréductible dans E{H). Comme dim E(H) = + oo, 
on peut appliquer le lemme 14: il existe [ S i , . . S „ Ç A tels que les ESjE 
soient des éléments positifs non nuls de A s'annulant deux à deux. 11 suffit 
donc de poser T, = ESjE. 
L e m m e 16. Soient A une C-algèbre à élément unité, 7i\, un élément 
de Â, H l'espace de 7ca, E un projecteur dans H. On suppose qu'il existe des 
éléments positifs non nuls 7 , , . . . , Tn de Tr0(A), tels que Tt Tj = 0 pour i =f= j, 
et tels que ETtE= T. Il existe alors des éléments positifs x,,...,xn de A 
possédant les propriétés suivantes: 1. x, -\ [ -x„ ^ 1; 2. ||yr0(•*•;)Il = ' pour 
j = 1 , . . . , n ; 3. Eji:n{x.j)E = n:,t{Xj) pour j=\,...,n. 
En multipliant les 7} par de scalaires, on peut supposer que j appar-
tient au spectre de 7). Il existe un élément positif x de A tel que TT0(X) = 
— T H h Tn. Soient <pu ..., (pn des fonctions continues de variable réelle 
possédant les propriétés suivantes: 1. 0 ^ ^ 1 pour tout j et tout 
2. <fj(j) = 1 ; 3. (pi<pj = 0 pour i=f=j. Soit Xj = '(¡(x) £ A. Alors les x, sont 
positifs. On a (Î/JjH 1-9"..)(0=1 P o u r t o u t donc x, H | - x „ ^ l . 
D'autre part, 7c„(Xj) = ^(.--/„(x)) = -j 1-7,,). Comme les 7} s'annulent 
-deux à deux, cet opérateur est encore égal à <pj{T-)-\ \-<pj(Tn). Il est 
donc clair que E7in(Xj)E = 7i;0(Xj). Enfin, comme les Tj s'annulent deux à 
deux, yj{T-)-\ h rpj{Tn) ¡^ <pj{Tj), et le spectre de <pj{T}) contient f p j ( j ) = 1 ; 
donc 11yio(xy) 11 = 1. 
P r o p o s i t i o n 5. Soient A une C*-algèbre, x un élément positif de A. 
La fonction —> Trix(x) est semi-continue inférieurement sur Â. 
On peut supposer que A admet un élément unité. Soit ?c0 £ Â. Mon-
trons que la fonction considérée est semi-continue inférieurement en yc0. Dé-
signons par H l'espace de 7C0. Nous distinguerons plusieurs cas. 
1. 7i„(x) est un projecteur de rang fini n dans H, soit E. Soient 
T , • • •, Tu des projecteurs de rang 1, deux à deux orthogonaux, de somme 
E. Comme est irréductible dans H, l'algèbre ETCq(A)E est irréductible 
dans E(H), donc se compose de tous les opérateurs linéaires T dans H 
tels que ETE=T. En particulier, Tu ..., TH € tio(A). D'après le lemme 16, 
il existe des éléments positifs x , , . . . , x „ de A tels que x,-j bx« = l» 
j 17c0 (x,) • j ^ 1, E:%i{x)E = :T,;t(x). Alors x ^ x ' / ^ x H M»)*''2, et 
I M X ' ^ X ' / O I I = | | £ > C 0 ( X ; ) £ | | = | K ( * I ) L L ^ 1. 
Soit £>0. Il existe un voisinage V de 7c0 dans Â tel que, pour nÇ V, on ait 
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Pour V, on a donc 
n I, 
T r T C ( X ) ^ 2 T r ^ — .ni = Tr.T0(x) — ne 
>=1 i = 1 
d'où notre assertion dans ce cas. 
2. ^oOO est de rang fini. Les projecteurs spectraux de 7in (x) sont 
alors de la forme cp(rro(*))> où (p est une fonction continue positive de va-
riable réelle. Donc il existe des éléments positifs xu...,xn de A et des 
nombres positifs h , . t e l s que x = ^,x, + ••• -\-lnx„., et tels que 
ÎT0(X]), ..., ?c0(x„) soient des projecteurs de rang fini. Il suffit alors d'appli-
quer la partie 1. de la démonstration. 
3. 7T0(x) est compact. Soit (<pu cp2,...) une suite de fonctions continues 
positives de variable réelle possédant les propriétés suivantes: a) 
b) cp„(t) tend uniformément vers t sur le spectre de x; c) <p„(t) = 0 pour 
t^k\/n. Pour chaque n, n0((pn(xj) = (pn(?c0(x)) est de rang fini d'après la 
propriété c) et le fait que ir0(x) est compact. Donc, d'après la partie 2. de 
la démonstration, la fonction 7i—-lm{(pn(x)) est semi-continue inférieure-
ment en\7r0. D'autre part, pour chaque TV,1X n(q>n(x))==Tr <pn(ji(x)) tend en 
croissant vers Tr^c(x) d'après les propriétés a) et b) des (pn. Donc la fonc-
tion TC—*Tm(x) est semi-continue inférieurement en M. 
+ CO 
4. yr0(x) est non compact. Soit t t 0 ( x ) = j IdEx la décomposition spectrale 
0 
de .-T0(x). Il existe un nombre « > 0 tel que . t 0 (x ) (1—E a ) soit non compact. 
Soit n un entier > 0 . Il existe (lemme 15) des éléments positifs Tlt...,Tn 
de n,(A), avec Tu...,Tn=f= 0, 7,7} = 0 pour i^j,{\—Ea)Ti{\—Ea)=Ti. 
Donc (lemme 16) il existe des éléments positifs x , , . . . , x „ de A tels que 
H I- ^ 1, [(iTo(x-) || 1, (1 —£fî)-"''.„(x)0 — Ea) == fc0(x,). Alors x x''2 • 
• ( ^ H h*»)*1'«. D'autre part, il existe — Ea){H) tel que 
s i | | g | | > 0 ; il existe aussi t] Ç(1 —E a ){H) tel que £ = ^ ( x j h ] et 0 < | | ? j | | ^ 
notons que ^„(x,)? £ (1 — £„)( / / ) , d ' o j 
Donc ||yr0(x1/2XiX,/2)|| Par suite il existe un voisinage V de dans Â 
tel que, pour n £ V, on ait 
Il f c ( X ^ X l x' /=) Il ^ | a , . . . , Il 7r(x'/*x„Jt'/2) 1 1 ^ 1 « . 
Pour V, on a donc 
n n 
Tr; r (x) ^ ¿,Tr7/;(x""XJoc'/=) ^ £ ||yr(x,/2x,-x,/2)|| g jari. 
>=1 >=1 
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Vu l'arbitraire de n, ceci prouve que Tr^r(x)-> + o o = Tryi 0 W quand 
7c—*7c0. Ceci achève la démonstration de la proposition 5. 
L e m m e 17. Soient A une C*-algèbre, n un point séparé de Â, et e 
un projecteur de JC(A). Il existe un élément positif x de A tel que 7t(x) = e 
et tel que N (x) soit un projecteur pour tous les TI d'un voisinage de :T. 
Le raisonnement qui suit est bien connu. Il existe y Ç A tel que 
7t(y) = e. Remplaçant y par y*y, on peut supposer que j ^ O . Comme 7c 
est séparé, il existe un voisinage V de se tel que, pour TI' £ V, le spectre 
de TI'(Y) soit contenu dans ] — - j . - j l U 1 t > t [ - Soit Y une fonction continue 
de variable réelle égale à 0 sur ] — e t à 1 sur ] 4 > t [ - Alors 
y (y) ^ 0, fc((p (>0) = (p (n{y)) = <p (e) — e, et, pour 7i;'£ V, le spectre de 
n\(p(y)) = (p{7c(y)) est contenu dans {0}u{l}, donc 7c'(rp(y)) est un pro-
jecteur. 
L e m m e 18. Soient A une C*-algèbre, n un point séparé de A, e, et 
e2 deux projecteurs de rang 1 dans 7c(A). Soient x,,x2 deux éléments positifs 
de A tels que ^(x,) = eu ; < t ( x 2 ) = e, et tels que TC'(xi) soit un projecteur pour 
tous les TC' d'un voisinage de n (il existe de tels éléments d'après le lemme 
17). Alors et 7c'(xu) ont même rang pour tous les -JC' d'un voisi-
nage de 
L'algèbre irréductible TV(A) contient un opérateur compact non nul 
(par exemple e,) donc contient tous les opérateurs compacts. Donc il existe 
un a£n(A) tel que a*a = eu aa* = e2. Il suffit alors d'appliquer mot pour 
mot le raisonnement de [6], lemme 4. 13 (raisonnement qui utilise à deux 
reprises la continuité de la norme en 7c). 
Soient X un espace topologique, Ç un point de X. Considérons l'en-
semble E des fonctions réelles définies dans un voisinage (variable) de 
La relation „/ , et f , sont égales dans un voisinage de Ç" est une relation 
d'équivalence dans E. Rappelons qu'une classe suivant cette relation d'équi-
valence s'appelle un germe de fonction réelle en Ceci posé, soient A une 
GC/?-algèbre, 7c un point séparé de Â. Alors TI.(A) contient l'ensemble des 
opérateurs compacts donc tous les projecteurs de rang 1. Soit e un tel pro-
jecteur. Soit x un élément positif de A avec les propriétés du lemme 17. 
La fonction 7c'—+ ranger ' (x)) définit un germe de fonction à valeurs entières 
en TI, et ce germe est, d'après le lemme 18, indépendant des choix de 
e et de x. Ce germe sera noté y^. 
P r o p o s i t i o n 6. Soient A une GCR-algèbre, S l'intérieur de l'en-
semble des points séparés de A, et S' l'ensemble des 7t £ 5 tels que le germe 
7« soit égal au germe de la constante 1. 
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(i) S' est ouvert et partout dense dans S. 
(ii) Soit n: £ S ' . Soit y un élément de A tel que le rang de ri (y) soit 
borné dans un voisinage de :r. Alors la fonction ri —<• Tr ri (y) est conti-
nue en JI. 
Il est clair que S' est ouvert. D'autre part, soit U une partie ouverte 
non vide de S. D'après [6], th. 6. 2, U contient une partie ouverte non vide 
U' telle que l'idéal bilatère fermé correspondant I de A soit une C*-algèbre 
à trace continue. Pour tout n £ U', il existe un élément positif x Ç I tel que 
ri(x) soit un projecteur de rang 1 pour tout ri d'un voisinage de n. Donc 
U'CLS', ce qui prouve que S' est partout dense dans S. 
Soient nÇS', et x un élément de A tel que le rang de ri(x) soit 
borné par n dans un voisinage de n. Montrons que la fonction ri—*Trri(x) 
est continue en /c. Par linéarité, on se ramène au cas où x est hermitien. 
Il existe alors des éléments x 1 ; . . . , x , i de A possédant les propriétés sui-
vantes: 1. . . . , 7c(xn) sont des projecteurs de rang 1 et = 
n 
— ^ l i 7 c { x i ) (où les ¿£ sont des nombres réels); 2. . V ( x , ) , . . . , ri(x„) sont 
i—i 
des projecteurs dans un voisinage de n . Comme / « = 1 , le rang de 
H 
7c'(Xi),..., ri(xn) est 1 dans un voisinage V de n. On a n{x—^liX,) = 0. 
¡=1 
Donc, pour tout s > 0, il existe un voisinage V' de n tel que 
n ' ¿ ¿ ¿ X i j = £ P o u r Alors, pour ri ^ Vv\V', 
| Tr '(X) — Tr ; t ( x ) | = 
T r y r ' ( x ) — ¿ ¿ i = 
i=i | 
TxRI(X)—TT KIRI (xi) Xi 
ce qui prouve la proposition. 
R e m a r q u e 3. La prop. 6 est à rapprocher de [4], th. 2.2, et de 
[6], lemme 5. 15 et th. 6. 1. D'ailleurs, tout ce paragraphe s'inspire directe-
ment des articles de Fell. Toutefois, la proposition ne semble pas découler 
directement des résultats cités. 
R e m a r q u e 4. Prenons pour A la C*-algèbre du groupe de Lie nil-
potent noté r3 dans [2]. On sait que A est une CC#-algèbre. Dans Â = r3, 
l'ensemble des points séparés est une partie ouverte partout dense. Il est 
facile de voir que: 1. avec les notations de la prop. 6, on a S' = S; 2. ce-
pendant, pour tout J T Ç S , il existe des x appartenant à A, et même a Ll(F3)r 
tels que la fonction ri -+Tr(ri (x*x)) soit discontinue en JI. 
Par ailleurs, l'exemple suivant le th. 2 .2 de [4] prouve que, même 
pour À séparé (donc Â = S), S' peut être distinct de 5. 
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